Relativistische Verallgemeinerung des Lenzschen Vektors (II)

Eberhard Kern
Vereinigung der Technischen Uberwachungs-Vereine, Essen

Z. Naturforsch. 39a, 733—747 (1984): received April 17, 1984

Relativistic generalisation of the Lenz vector (I1)

The Lenz vector A=m {x"x L + o x/r| is a special integral of motion of the non-relativistic
Kepler problem. Accordingly, there also exists a special integral of motion A (x, x’) of the rela-
tivistic Kepler problem as pointed out in Part I of this paper. In the following Part II, the system
of equations is compiled to the extent required for the relativistic generalisation of the Lenz
vector and its interpretation.

Starting point are the statements of conservation for the energy and the angular momentum.
From these two quantities, it is possible to derive the complete system of solutions x(z) in
accordance with standardised methods. Some details and some modifications of the approach are
of special importance for the purposes of this paper. In the centre of the consideration are the
construction and interpretation of the standardised polar angle # as a function of r, . The
explicit time dependance of the functions r(z), 6 () is not required for constructing the relativistic
Lenz vector in the form A (x, x’).

In the literature, one does find only few, not sufficient for our purposes, data on the relativistic
orbits (rosettes, spirals, hyperbola-type curves etc.). It is, therefore, necessary to discuss these
orbits in detail. For this purpose, a series of relationships are derived which apparantly have not
been published before.

Um die Systematik hervortreten zu lassen, wird
das Formelsystem in Form von Tabellen zusammen-
gestellt, in denen jeweils nebeneinander das nicht-
relativistische und das relativistische Problem be-
handelt werden. Der Text beschrdnkt sich auf Er-
lauterungen zu den Tabellen.

Im folgenden werden die Abschnitte 1 bis 8 aus
Teil I (siehe [1]) mit L1, ..., 1.8 zitiert.

1. Folgerungen aus dem Energiesatz
und dem Drehimpulssatz (Tab. 1)

Es liegen zugrunde die Bewegungsgleichungen
(1.1) bzw. (1.8), siche Abschnitt 1.1, fir die nicht-
relativistische bzw. relativistische Bewegung eines
Elektrons (ohne Spin) im Coulomb-Feld eines ru-
henden geladenen Kerns. Die Konstante « = e e ist
das Produkt der Ladungen des Zentralkdrpers
(Kern) ¢° und des Elektrons e.

Die mit den Gln. (T1.1), (T1.2) — in Verbindung
mit der Ungleichung r > 0 — vertrdglichen Para-
meterwerte o, L, E bzw. «, L, # bilden den Bereich
der ,,zuldssigen Parameter*. Fiir L > 0 werden diese
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vollstandig in den Tab. 3 und 4 angegeben. Der Fall
L =0 wird in den Abschnitten 10 bis 12 behandelt.
Im folgenden wird vorausgesetzt, da3 die Parameter
im zuldssigen Bereich liegen. Das bedeutet fiir die
bei der Integration auftretenden Funktionen, daf
diese reell sind.

Aus den L-Bereichen der relativistischen Fille A,
B, C ist ersichtlich, daB das relativistische freie
Teilchen (x = 0) fiir L > 0 im Fall A enthalten ist.

Die in Gl. (T1.5) eingefiihrte Konstante A ist der
Betrag des Lenzschen Vektors A (Abschnitt 1.3). Es
gibt zwei Fille, bei denen 4 =0 wird: fir « <0,
L #+ 0 der Fall ,,Kreisbahn* und fir « =0, L =0 der
Fall ,.freies Teilchen auf einer Zentralbahn oder in
Ruhe*. .

Der Vorzeichenfaktor o (r’), Gl. (T1.10), wird
unbestimmt fiir / = 0. Dieser Fall kann nur fir dis-
krete r-Werte (beim Sonderfall ,,Kreisbahn* fiir alle
r-Werte) auftreten, was keine Komplikationen ver-
ursacht.

2. Definition des normierten Polarwinkels 6 (Tab. 2)

Wir gehen von dem in Tab. 1 benutzten allgemei-
nen Koordinatensystem K, in dem der Bahnvektor
die Form x = (x|, x,, x3) hat, iber zu einem Koor-
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Tab. 2. Einfiihrung des normierten Polarwinkels ¢ (fiir den Bereich L > 0).
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dinatensystem K™, dessen Achsen 1 und 2 die Bahn-
ebene (senkrecht auf L) aufspannen, x~ = (x}, x¥, 0),
und fithren in der Ebene Polarkoordinaten r, # ein:

XN =r(cosb,sind) . 2.1

Der Index N soll andeuten, daB es sich um ein nor-
miertes Koordinatensystem handelt, was weiter
unten erldautert wird. Aus GI. (T 2.1), die auch fir
L =0 giltig 1st, folgt

ff=const fir L=0. (2.2)

Das bedeutet, die Teilchenbahn liegt auf einer Ge-
raden durch das Zentrum (Zentralbahn). Es ist
zweckmafBig, den Fall L =0 separat zu behandeln,
da er eine Sonderstellung einnimmt: Fiir L =0 ist
keine Bahnebene definiert, und daher verliert der
Polarwinkel 6 seine Bedeutung, ausgenommen flir
den Grenziibergang L — 0 (siche Abschnitt 11).
Aus diesem Grunde wird der Fall L =0 im folgen-
den ausgeschlossen.

Die Normierung von ¢, (T2.2), bedeutet, daB3 die
Teilchenbahn xN(f) mit positivem Drehsinn des
Winkels 6 durchlaufen wird.

Die Dgl. (T2.3) bekommt, wenn man bzw.
71}/ 1= B aus Tab. 1 einsetzt, die Form
do/dr=0g(r). (2.3)

Der Vorzeichenfaktor o (') rangiert hier als Kon-
stante (unabhédngig von r). Deshalb kann man die
partielle Differentiation 06 (r, #')/0r als gewohn-
liche Ableitung d6/dr schreiben. Wir setzen df/dr =
g (r) und erhalten aus (2.3) nach Integration die
Funktion 6 (r, ') zundchst in der Form

Or.ry=a() f(r)+o.

In Tab. 2 wurden die frei verfiigbaren Integrations-
konstanten ¢ bzw. ¢*, ¢8 ¢ fiir die Fille A, B, C
gleich Null gesetzt:

0(r.ry=0a(")f(r).

Das bedeutet eine Normierung des Polarwinkels
0 (r,r'): Wegen des Vorzeichenfaktors = £ 1 gibt
es zu jedem Kurvenpunkt mit den Polarkoordinaten
r, 0 einen gespiegelten Kurvenpunkt r, —@, oder
anders ausgedriickt: o=+ 1 liefert die eine Halfte
der Bahnkurve, o=—1 die andere (gespielte)
Halfte.

Auf diese Weise bekommt das Koordinatensystem
KN eine normierte Orientierung. Die Achse 1 fallt
zusammen mit der Symmetrieachse der Bahnkur-

(2.4)

(2:5)

ven. Im Abschnitt 1.8 wird die Einfithrung des nor-
mierten Koordinatensystems K~ unter einem ande-
ren Aspekt diskutiert.

In Tab.2 bedeuten arccosu und Archu die
Hauptwerte der Funktionen

w=arccosy mit 0=w=n, —-1=upu=1 (2.6)
w=Archy mit 0=w<o0, l=pu<owo. (2.7)
Unter Berlicksichtigung des Vorzeichenfaktors

g=11 ergeben sich daraus fir den Polarwinkel
folgende Bereiche: Fiir das nichtrelativistische Pro-

—n=0=n (2.8)
und flr das relativistische Problem
—a/1=(/Le) =0=n/)1- (a/Lc)?
(FallA) (2.9)
—o<f<ow (FallBu. C). (2.10)

Mit den Festsetzungen (2.6), (2.7) wird erreicht, daf3
der normierte Polarwinkel 6 fiir den ganzen Dreh-
impulsbereich 0 < L < oo eine eindeutige Funktion
von r, ¥ wird, was fiir die eindeutige Definition des
Lenzschen Vektors wesentlich ist. Desgleichen ist
die Normierung des Polarwinkels 6 (r, ) fir die
Definition des Lenzschen Vektors wesentlich.

In (T2.4) bedeutet die Einschriankung 4 # 0 den
AusschluB der Kreisbahn. Beim nichtrelativisti-
schen Problem und beim relativistischen Fall A ge-
hort der Wert 4 =0 zwar zum Bereich der zuldssi-
gen Parameter, jedoch wiirde in (T2.4) fir 4 =0
(mit der Folge ¢=0) ein unbestimmter Ausdruck
entstehen.

Fir (T2.5) braucht die Einschrankung # # 0 nicht
gemacht werden, da nur der Parameterbereich 4> 0
fir L= 2 /c ein zuldssiger Bereich ist (vgl. Tabel-
le 4). Desgleichen kann in (T2.6) das im Nenner ste-
hende A fiir L < z/c nicht gleich Null werden, was
man aus der Definitionsgleichung (T 1.5) erkennt.

Der Vorzeichenfaktor o = sign (/') 1a3t sich auch
so formulieren. da3 eine Zeitableitung nicht explizit
auftritt:

o=+1 fir d6/drz0, Q2.11)

was aus (T2.3) folgt. Das bedeutet: ¢ =+ 1 auf dem
auslaufenden Kurvenast (wo der Abstand r groBer
wird mit zunehmendem Winkel 6, d.h. wo das Teil-
chen sich vom Zentrum entfernt) und o= —1 auf
dem einlaufenden Kurvenast (wo r kleiner wird mit
zunehmenden 6, d.h. wo das Teilchen auf das Zen-
trum zulduft).
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3. Gegenseitige Zuordnung der Funktionen 6 (r, r’)
und r (6), (Tab. 2)

Die relativistischen Bahngln. (T2.7), (T2.8),
(T2.9) findet man z B. bei Landau u. Lifschitz [2].
Die Bahngln. (T2.7) sind, im Gegensatz zu (T2.4),
auch fiir die Kreisbahn (41 = 0) giiltig.

Wihrend der Ubergang von den Funktionen
0 (r,r) zu den Bahnfunktionen r(#) der Tab.2
zwanglos geht, ist die Umkehrung r(6) — 0 (r, 1)
nicht so einfach. Um das zu zeigen, berechnen wir
den Winkel # aus den Bahngleichungen.

Zundchst das nichtrelativistische Problem und
der relativistische Fall A, Wir bestimmen den
Hauptwert 6y von 6 aus der nichtrelativistischen
Bahngl. (T2.7) und den Hauptwert Gy von
0= Vl — (a/Lc)? -0 aus der relativistischen Bahngl.
(T2.7)

Oy = arccosu bzw. §H=arccosy 3.1)
mit
L>—+oam
i
= bzw 3.2
u y z (3.2)
v s
L —\—|{—+am o
e r
A

Bei vorgegebenem Wert (im Bereich

—1=u=1)folgt

O=nbu+n2n bzw. G=n0y+n2n (3.3)
mit n=0,%1,+2,... und dem Vorzeichenfaktor
n==21. n laBt sich durch den Vorzeichenfaktor

o =sign(r’) ausdriicken. Zu dem Zweck berechnen
wir die Zeitableitung der Bahngln. (T 2.7):

von u

i .
—L“?r’ =—Asinf-6 bzw. (3.4)

)
2 11 inf
_{L“_(Ec(—)}_v"'=—Asm9' |- (/Le) - 9.
3

Beriicksichtigt man, da8 §" gemaB (T 2.2) positiv ist,
so erhalt man aus (3.4) die Vorzeichenrelationen

sign () =sign (sinfl) bzw.
en(r) = sten (in) (3.5)
sign (') = sign (sinf) ,
also unter Verwendung von (3.3)
o=sign (nsinfy) bzw.
gn (n H (3.6)

o =sign (5 sinfy) .
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Aufgrund des Wertebereichs (2.6) fiir den Haupt-
wert folgt: sinfy = 0 bzw. sinfy = 0. Das Gleich-
heitszeichen kann nur fiir 6y = 0 bzw. fy = 0 auftre-
ten und braucht hier nicht beriicksichtigt zu wer-
den. Demnach liefern die Gln. (3.6) fiir beide Falle
o =sign (y) = n. Einsetzen in (3.3) ergibt endgiiltig
0=c0y+n2n bzw.
0~H n2n

T Vi—@Lo? V- @/Loy?

3.7)

0

fiir das nichtrelativistische Problem bzw. fiir den
relativistischen Fall A.

Zu dem gleichen Ergebnis wiare man gekommen,
wenn man von der Darstellung (2.11) des Vorzei-
chenfaktors ¢ =sign (d6/dr) ausgegangen wire und
die Bahnglin. (T 2.7) nach r differenziert hitte.

Die aus den Bahnfunktionen r(#) gewonnenen
Funktionen 6 (r,r), Gln. (3.7), sind unbestimmt
wegen des Faktors n. Sie unterscheiden sich darin
von den in Tab. 2 angegebenen Funktionen (T 2.4).
Um die Funktionen (3.7) eindeutig zu machen (und
um sie zugleich mit den Funktionen 6 (r,/’) in
Tab. 2 in Ubereinstimmung zu bringen), setzen wir
n=0. Diese Normierung des Polarwinkels 6 ist be-
reits in den Gln. (T2.4) enthalten. Sie wirkt sich
dort in der Beschrankung der Wertebereiche fiir den
Polarwinkel aus, siehe (2.8), (2.9). Demgegeniiber
steht fiir die Bahngln. (T 2.7) der volle Wertebereich
— o0 < 0 < oo des Polarwinkels zur Verfligung.

Die Beschriankung des Wertebereiche (2.8), (2.9)
betrifft, wie man an Hand der Tab. 3 ersehen kann,
nur den Energiebereich (1) bei den finiten Bahnkur-
ven, die ganz im Endlichen liegen. Bei den iibrigen
(infiniten) Bahnkurven der Tab. 3 existiert ein
Grenzwinkel 6* (fir r — o0), so daBl die Werte-
bereiche (2.8), (2.9) vom Polarwinkel # nicht iiber-
schritten werden.

Fiir die zum Energiebereich (1) gehorende Ellipse
bzw. Rosette erhdlt man aus (T2.4) die gesamte
Bahnkurve 6(r) mit — o0 < 6 < oo, indem man die
durch (2.8) bzw. (2.9) gegebenen Bahnabschnitte
periodisch fortsetzt. Bei der Ellipse kommen die
Bahnabschnitte zur Deckung, bei der Rosette nicht.
Das Letztere hat Konsequenzen fiir den Lenzschen
Vektor, die in Abschn. 1.6 diskutiert werden.

Wir kommen jetzt zu den relativistischen Fallen B
und C. Aus den Bahnfunktionen r(6), die durch
(T2.8), (T2.9) gegeben sind, erhdlt man — nach dem
gleichen Schema wie oben — direkt die zugehdrigen
Funktionen 6 (r, ), (T 2.5), (T 2.6). Es tritt hier kein
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unbestimmter Periodizitdtsparameter n auf. Die
relativistischen Funktionen 6 (r, ) und r (#) sind
also im Drehimpulsbereich % /L¢ =L < o0 um-
kehrbar eindeutig zugeordnet.

4. Umnormierung des Polarwinkels 6 (r, ), (Tab. 2)

Die durch (T2.7), (T28), (T2.9) gegebenen
Bahnfunktionen r(6) enthalten nicht mehr den Vor-
zeichenfaktor o= t*1. Trotzdem liefern sie die
Spiegelsymmetrie der Bahnkurven beziiglich der
xY-Achse in der Bahnebene K™. Das liegt daran,
daB die Bahnfunktionen gerade Funktionen sind:
r(0)=r(—0). Wirde man von 6 zu einem Polar-
winkel #— ¢ ibergehen, so entspriche das einer
Drehung der Bahnkurven um den Winkel . Um den
gleichen Winkel wiirde sich die Symmetrieachse der
Bahnkurven drehen.

Dem Ubergang des Winkels

0= 0—0¢ (4.1)

in den Bahngleichungen der Tab. 2 entspricht eine
Anderung der Funktion @ (r, /') in der Form

O, rYy=a(') f(r) =
O ry=a() f(r)+o.

Die Funktion f(r) ist jeweils aus (T2.4), (T2.5),
(T2.6) abzulesen. Die rechtsstehende Funktion
6 (r, 1) ist bereits in (2.4) notiert und dort diskutiert
worden. Es gibt zwei Sonderfélle hinsichtlich des
Winkels ¢, bei denen die Normierung des Polarwin-
kels @ erhalten bleibt, bei denen also (4.2) eine
Umnormierung des Polarwinkels beschreibt.

Erstens der Winkel ¢ = = 7. Das entspricht einer
Drehung der Bahnkurven um 180°. Bei dieser Dre-
hung bleibt die Symmetrieachse (xY-Achse) der
Bahnkurven erhalten. Der Ubergang

0= 0tn

4.2)

(4.3)

in den Bahngleichungen bedeutet demnach eine
Umnormierung des Polarwinkels. An Stelle der
Konstanten * 7 kann man auch die Konstante T on
nehmen, denn der Vorzeichenfaktor o (') ist (ab-
schnittsweise) konstant. Der Ubergang 0 = 0 £ o 1
1st gleichbedeutend mit der Hinzufiigung einer In-
tegrationskonstanten + 7 zu der Funktion f(r) in
(2.5):

0 (r, 1) () f(
0, rY=0c(){f(r) Fn}.

Eine derartige Umnormierung des Polarwinkels ist
erforderlich, wenn man einen stetigen Ubergang von
dem Formelsystem des relativistischen Problems zu
dem des nichtrelativistischen Problems herstellen
will (Abschnitt 12). Das Entsprechende gilt fiir den
Lenzschen Vektor.

Zweitens der Winkel p = + n/)/ 1 — (2/L¢)* beim
relativistischen Fall A, jedoch eingeschrankt auf den
Energiebereich (1) fiir « < 0 (Rosettenbahn), siehe
Tabelle 3. Der Ubergang

0 = 0+n/V1—(a/Lc)? (4.5)

in den Bahngleichungen entspricht einer Drehung
der Bahnkurven um den Winkel + n/)/ 1 — (a/Lc)?.
Bei der Rosettenbahn bedeutet das, daf} jetzt ein
Aphel bei # =0 liegt (vorher war es ein Perihel bei
0 =0). In diesem Fall bleibt die Normierung des
Polarwinkels erhalten, denn das Aphel liegt wieder
auf einer Symmetrieachse der Rosettenbahn. Bei
den ibrigen Bahnkurven des Falles A (Spirale,
hyperbeldhnliche Kurve und Gerade) ist das nicht
der Fall. Die Symmetrieachse dieser Kurven wird
bei dem Ubergang (4.5) um den Winkel

- n/Vl

aus der normierten Lage # =0 herausgedreht. In-
folgedessen entspricht der Ubergang (4.5) fiir diese
Bahnkurven keiner Umnormierung des Polarwinkels.

Beim Ubergang (4.5) wechselt der A-Term in der
Bahngl. (T2.7) des relativistischen Falles A sein
Vorzeichen. Der entsprechende Vorzeichenwechsel
des A-Terms tritt in der nichtrelativistischen Bahngl.
(T2.7) bei der Umnormierung (4.3) ein. Es sei ange-
merkt, daB sich bei der Bahngl. (T2.9) des relati-
vistischen Falles C das Vorzeichen des A-Terms
nicht umkehren 1d6t, weil die hyperbolische Kosi-
nusfunktion keine Periodizitatseigenschaften hat.

Nebenbei gesagt 1aBt sich das Doppelvorzeichen
in der Bahngl. (T2.9) formal beseitigen, indem man
+ A ersetzt durch

- (a/L¢)? bzw. + 2/} 1—(a/Lc)?

o
tA=—4
ol

(L [T
=q- iy m+|—] m*- =1 — l{=
o m -

5. Grenzwinkel 0* (fiir r — o0) und Asymptoten
(Tab. 3 u. 4)

Die Tab. 3 und 4 enthalten die Auswertung der
Bahngleichungen (T2.7) und (T 2.8), (T 2.9).

(4.6)
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Die Einschriankung des zuldssigen Drehimpuls-
bereichs fiir den Energiebereich (1) in Tab. 3 beruht
darauf, daB3 die in (T 1.5) eingefithrte Konstante A
die Bedingung A4 = 0 erfiillen muB. Das Gleich-
heitszeichen gilt fiir die Kreisbahn.

Die Ermittlung des in den Tab. 3 und 4 angege-
benen Bereichs 0 < 6* < n/2, den der relativistische
Grenzwinkel 6* fir den Fall AbstoBung (« > 0) an-
nehmen kann, bedarf einer Erlduterung. Aus den
Gleichungen fiir den Grenzwinkel 6* folgt zunichst,

daB die WinkelgroBen |/ 1— (x/Lc)? - 6*, 6* und

/(2/Lc)>—1 - 6* fiir « > 0 in den Bereichen

0<V1—(a/Lc)2?e*<§ (Fall A), (5.1)

0<% <1 (< %) (Fall B), (5.2)

0<V(@/Lc>=1 -0*<o (FallC) (5.3)

liegen. Fiir die Fille A und C sind das die entspre-
chenden Bereiche der Hauptwerte. Aus (5.1) und
(5.3) erhilt man fiir die Bereiche des Grenzwinkels
demnach 1

0< 0% < % V1= (a/Lc)? (FallA), (5.4)

0<0* < (Fall C).  (5.5)

Diese Bereiche lassen sich wesentlich schirfer ein-
grenzen, wenn man den fiir den Fall AbstoBung zu-
lassigen Energiebereich m ¢ < # < oo in Betracht
zieht. Fiir den Maximalwert 0%,,. der bei vorgege-
benem L fiir # — oc erreicht wird, gelten die Bezie-
hungen:

cosn*= a/Lc, sing*=V1- (a/Lc)?

(Fall A), (5.6)
chy® =|a/Le, shy® =V (x/Lec)*—1
(Fall C), (5.7)
mit A=) 1-(t/Lc)? - Oku.
und 77C= (a/L 6)2 —1 -6%,.
Es folgt
AL e
0:1“: " — 0 5
4 s1m7A<2 ur <;7A<2
. (Fall A),  (5.8)
0:1ax=}z7c<1 fir 0<n®<o
s
n (FallC). (5.9

Damit erhdlt man — anstelle von (5.4), (5.5) — als
zuldssige Grenzwinkelbereiche:

T
*
0<# <—'7

(Fall A). (5.10)

(Fall C).  (5.11)

>

0<b*<1 (< L)
Wir konnen also feststellen: Beim Fall Abstoung
stimmt der Grenzwinkelbereich 0 < 6* < n/2 flr
die relativistischen Bahnkurven (Falle A, B, C) mit
dem Grenzwinkelbereich der nichtrelativistischen
Bahnkurve (AbstoBungs-Hyperbel) tiberein. Des-
gleichen stimmt der Bereich — 6* <6 < 6* des
Polarwinkels # tberein. Das hat zur Folge, daf3 die
relativistischen Bahnkurven beim Fall AbstoBung
keine Spiralen, sondern hyperbeldahnliche Kurven
sind. Denn eine Spirale benétigt fiir einen Umlauf
um das Zentrum mindestens den Bereich 2z fiir den
Winkel 6.

Die Herleitung der in den Tab. 3 und 4 angege-
benen Asymptotengleichungen (und der Nachweis,
daB fir die betreffenden Fille Asymptoten existie-
ren oder nicht existieren) bedarf hinsichtlich der
relativistischen Bahnkurven ldngerer Rechnungen,
die hier nicht wiedergegeben werden.

6. Symmetrieeigenschaften der Bahnkurven
(Tab. 3 und 4)

Fir die Symmetrieeigenschaften der Bahnkurven
r(0) ist die Existenz eines Perihels oder Aphels, bei
denen » = 0 wird, von Bedeutung.

Die Bahnkurven in Tab. 3 besitzen samtlich ein
Perihel rp, bei 6=0. Eine Ausnahme bildet der
Grenzfall ,,Kreisbahn®, fiir den kein ausgezeichne-
tes Perihel existiert. Bei der relativistischen Rosette
ist zu beachten, daB diese unendlich viele (im
Sonderfall endlich viele) Perihele besitzt, ndmlich
fir die Winkel 6=n2n/)1— (a/Lc)*> mit
n=0,%t1,x2,...

Die Bahnkurven der Tab. 4 besitzen nur in zwei
Fillen einen Extremwert von r, der jeweils bei =0
auftritt. Fir den Fall Anziehung im Energiebereich
(1) ein Aphel rpa und fiir den Fall Abstofung ein
Perihel 7.

Die getrennt auftretenden Spiralen in Tab. 4 be-
sitzen keine Symmetrieachse. Jedoch hat der Wert



Tab. 3. Bahnkurven des nichtrelativistischen Problems und des relativistischen Falles A (fiir den Bereich L > 0).

nichtrelativistisches Problem

relativistischer Fall A

Drehimpulsbereich

0< L < &6

Fall 2 < 0: Anziehung
Energicbereich (1) -0 < E<0

zulissiger L-Bereich bei vorgeg. £ bzw. #

Winkelbereich
Bahnkurve
(Perihel fir 0=0)

L

IIA

m
‘a“V—
2| E|

=00 < 0 <&@
Ellipse
(Grenzfall Kreis)

al/c < L < o0

0<#<me?

| ot 1
L=—"————
¢ V1= (&/mc?)?
—0<f <o
Rosette

mit endlich vielen Umlidufen um das Zentrum zwischen zwei

Perihelen (Grenzfall Kreis)

Energiebereich (2)
Winkelbereich
Grenzwinkel (fir r — 0)
Bahnkurve
(Perihel fur 0=0)

Energiebereich (3)
Winkelbereich
Grenzwinkelbereich

Grenzwinkel (fir r — o)

Gleichung der Asymptote:
xN=+tgo* (x) —k)

Bahnkurve
(Perthel fiir 0=0)

E=0

—0*<0 <O0O*
*=x

Parabel

0 <E <
—0*<0 <0*

/2 < 0% <z
1

cosf* = —

V1+ (L/2)?- 2 E/m

1 L?

sinf0* A
Anziehungs-Hyperbel

(Hyperbelast, der sich um das

Zentrum windet)

&=m c?
—0* <0 < O*
0* = 2/} 1 — (a/Lc)?
offene Spirale
mit endlich vielen Umlidufen um das Zentrum

mcet<# < oo
—0*<0 <0O*
(/)Y 1= (/L) < 0% < a/) 1= (a/Le)?

cos (V1= (a/Lc)? - 0%) = — :

Vi+ {(Le/a)? =1} - {1 = (m )2

. V1= (a/Lc)? N5
sin0* sin () 1 — (a/Lc)? - 0%) A

offene Spirale
mit endlich vielen Umldufen um das Zentrum

Fall & > 0: AbstoBung
Energiebereich
Winkelbereich
Grenzwinkelbereich

Grenzwinkel (fir r — o)

Gleichung der Asymptote: siehe oben
Bahnkurve
(Perihel fiir 0=0)

0 =& €0
—0*<0 <0O*
0 <@* <7/2
1

cos (* =

Vi+ (L/2)2-2E/m

k: siehe oben
AbstoBungs-Hyperbel

(Hyperbelast, der sich vom Zentrum

fortwindet)

mee<# <o
—0*<f0 <0O*
() < 0*<7/2
1

Vi+ {(Le/a =1} {1 = (m o))

cos (V - (x/Lc')ir < 0%) =

k: siehe oben
hyperbelihnliche Kurve
vom Typ der AbstoBungs-Hyperbel

ovL
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=0 des normierten Polarwinkels auch hier eine
Bedeutung. Die durch # =0 gekennzeichnete Rich-
tung in der normierten Bahnebene liegt auf der
Symmetrieachse des Spiralenpaars. Speziell fiir den
Energiebereich (3) féllt die Symmetrieachse mit der
Winkelhalbierenden der Asymptoten zusammen. In
Abschn. 8 werden wir zeigen, dal man das Paar
getrennter Spiralen auch als eine einzige Teilchen-
bahn in Form einer Doppelspirale auffassen kann.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB samtliche
Bahnkurven fiir L >0 eine Symmetrieachse bei
#=0 besitzen. Bei den relativistischen Spiralen
kommt die Symmetrie darin zum Ausdruck, daf3
die Spiralen sdmtlich aus zwei Asten bestehen, die
spiegelbildlich zueinander liegen.

Die dem Winkel 6 = 0 zugeordnete Richtung der
Symmetrieachse ist durch den Einheitsvektor

AN =(1,0) (6.1)

in der normierten Bahnebene K~ gegeben. Dies ist
die Richtung des Lenzschen Einheitsvektors A%, vgl.
Abschnitt 1.8.

7. Zusammenhang der relativistischen Fille A, B, C
(Tab. 3 und 4)

Zunichst die Falle B und C (im Drehimpulsbe-
reich 0 < L = a//c). Aus Tab. 4 ist ersichtlich, daf3
die Bahnkurven der relativistischen Félle B und C
threm Typ nach iibereinstimmen. Dieser Sachver-
halt beruht darauf, daB die Bahngleichung (T2.9)
des Falles C beim Grenziibergang L — o /c in die
Bahngleichung (T 2.8) des Falles B iibergeht.

Eine notwendige (und zugleich hinreichende) Be-
dingung fiir die Existenz eines Grenzwertes von
(T2.9) ist die Ungleichung # > 0. DaB3 diese Bedin-
gung notwendig ist, erkennt man, wenn man in
(T2.9) fir L den Grenzwert (o /c einsetzt. Der
Grenziibergang fiir die Bahngleichung (T2.9) —
(T2.8) verlauft zwanglos. Es gibt jedoch fiir o < 0
eine Komplikation. Der Energiebereich (1) des
Falles C (— o0 < # < m ¢?) erfiillt nicht die Bedin-
gung 4> 0 und er unterscheidet sich von dem Ener-
giebereich (1) des Falles B (0 < £ < m ¢?). Trotz-
dem ist auch hier der Grenziibergang in Ordnung.
Denn der Energiebereich (1) des Falles C geht fiir
L — o//c in den Energiebereich (1) des Falles B
tiber. Das hdangt damit zusammen, dafl die Bahn-
kurve des Falles C im Energiebereich # = 0 auf den



Tab. 4. Bahnkurven der relativistischen Fille B und C (fiir den Bereich L > 0).

Drehimpulsbereich

Fall 2 < 0: Anziehung
Energicbereich (1)
Winkelbereich
Bahnkurve

(Aphel fiir 0=0)

relativistischer Fall B relativistischer Fall C

L=|al|/c O0<L<|al|/c
(B) 0 <#<mc? (C) —ww<&<mc?
B) —ww<l<ow (€C) —ow< <

geschlossene Spirale

mit unendlich vielen Umldufen um das Zentrum: vom Zentrum zum Aphel (auslaufender Spiralast
— o0 < ) = 0) und vom Aphel zum Zentrum (einlaufender Spiralast 0 = 0 < o)

(Die Bahnkurve 1Bt sich — bei periodischer Fortsetzung — interpretieren als geschlossene Spirale mit
unendlich vielen Umldufen um das Zentrum zwischen zwei Aphelen.)

Energiebereich (2)
zwel getrennte Winkelbereiche

Grenzwinkel (fiir r — o0)

Bahnkurve

(B),(C) #=mc?
(B). (C) — o <0 <0 firdie auslaufende Spirale (vom chtrum ins Qnendliche)
! 0 <0 < oo firdieeinlaufende Spirale (vom Unendlichen ins Zentrum)
(B), (C) 0* =0
zwel getrennte Spiralen
jeweils mit unendlich vielen Umlidufen um das Zentrum

(Die Bahnkurve 148t sich interpretieren als offene Doppelspirale mit einem einlaufenden und einem
auslaufenden Spiralast.)

Energiebereich (3)
zwei getrennte Winkelbereiche

Grenzwinkelbereich
Grenzwinkel (fir »— o0)

Gleichung der Asymptote: x5 = + tg0* - (x| + k)

Bahnkurve

(B). (C) mce:<é&< oo
B). (C — o0 < 0 < —0* firdie auslaufende Spirale (vom Zentrum ins Unendliche)
(B), (©) 0* < 0 < fiir die einlaufende Spirale (vom Unendlichen ins Zentrum)
(B), (C) 0<f*< 1 (< n/2) |
(B) 0*=)1— (mc*#5)? (C) ch (Y (a/Le)>—1 -0%)=
/ / V1= (1= (Le/a)?) - {1— (mc2/)?)
| 1 |a . 1 V(a/Le)? =1 L2
® k= L. 12 (©) : =

= k= . -
sin0* 0% » sin0* sh () (a/Le)> =1 -0%) A

zwei getrennte Spiralen

jeweils mit unendlich vielen Umldufen um das Zentrum ) ] 4
(Die Bahnkurve ldBt sich interpretieren als offene Doppelspirale mit einem einlaufenden und einem
auslaufenden Spiralast.)

Fall « > 0: AbstoBung
Energiebereich
Winkelbereich
Grenzwinkelbereich
Grenzwinkel (fiir » — o0)

Gleichung der Asymptote: x5 = + tg0* - (x¥ — k)

Bahnkurve
(Perihel fir 0=0)

B),(C) met<#<

(B), (C) — 0% < 0 < 0*

(B), () 0<O0*<1 (<n/2)

(B) 0*: siche oben (C) ch (J(a/L¢)> =1 - 0*): siche oben
(B)  k: siehe oben (C) k: siehe oben

hyperbelihnliche Kurve
vom Typ der AbstoBungs-Hyperbel
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(I1) SIOIYIA UAYISZUDT SIP FUNISUISWATF[[BIIA JYISUSIANR[Y - WY J



E. Kern - Relativistische Verallgemeinerung des Lenzschen Vektors (1) 743

Nullpunkt zusammenschrumpft (und damit ver-
schwindet), weil der Aphelabstand ry,x — 0 geht,
wenn L — o /c geht. Wir gehen auf Einzelheiten
nicht ein.

Wir betrachten jetzt die Félle A und B (im Dreh-
impulsbereich '« /¢ = L < o0). Aus den Tab. 3 und
4 ist ersichtlich, da3 die Bahnkurven der relativisti-
schen Fille A und B nur im Falle der AbstoBung
(x> 0) beziiglich ihres Kurventyps (hyperbeldhn-
liche Kurve) ibereinstimmen. Dieser Sachverhalt
beruht darauf, daB die relativistische Bahnglei-
chung (T2.7) des Falles A beim Grenziibergang
L — o /c in die Bahngleichung (T 2.8) des Falles B
iibergeht, falls « > 0 ist.

Die Bedingung o > 0 ist notwendig (und zugleich
hinreichend) fiir die Existenz eines Grenzwertes von
(T2.7). DaB3 die Bedingung notwendig ist, erkennt
man, wenn man in (T2.7) fir L den Grenzwert

o /c einsetzt. Der zuldssige Energiebereich flr
>0 ist in beiden Fillen (A und B) derselbe:
mc? < #< o, so daB es hier keine Komplikationen
gibt.

Zusammenfassend konnen wir iiber den Zusam-
menhang der relativistischen Fille A, B, C folgende
Aussage machen: Der Fall B ist als Grenzfall im
Fall C enthalten. Bei Abstofung (x > 0) ist der
Fall B als Grenzfall auch im Fall A enthalten. Bei
Anziehung (2 < 0) gibt es keinen stetigen Ubergang
zwischen den Féllen A und B. Diese Verhiltnisse
libertragen sich auf die Stetigkeitseigenschaften der
relativistischen Funktion @ (r, /) in Tab. 2.

Es ist noch der Fall =0 (relativistisches freies
Teilchen) nachzutragen. Er ist fiir den Drehimpuls-
bereich 0 < L < oo als Spezialfall im Fall A enthal-
ten. Hier gibt es keinen Zusammenhang mit den
Fillen B und C (weil diese nur fiir « #+ 0 definiert
sind).

8. Physikalische Interpretation der relativistischen
Fille B und C fiir « < 0 (Anziehung), (Tab. 4)

Wir diskutieren die Bahngleichungen (T2.8) und
(T2.9) der relativistischen Fille B und C fiir « <0
(Anziehung). Die zugehorigen Bahnkurven (Spira-
len), Tab. 4, machen bei Anndherung an das Zen-
trum » — 0 unendlich viele Umlaufe § — * co. Im
Zentrum wird die Geschwindigkeit v = J/ x’? gleich
der Lichtgeschwindigkeit ¢, was man aus der relati-
vistischen Energiegleichung (T1.1) erkennt. Das
Zentrum (und die Lichtgeschwindigkeit) bei r=0

wird von dem Teilchen auch wirklich erreicht.
Denn die Zeit, die das Teilchen — ausgehend von
einer endlichen Entfernung r — auf seiner Spiral-
bahn bis ins Zentrum braucht, ist endlich. Das er-
kennt man, wenn man (T 1.3) und (T 1.1) umformt

2 viop [ o

m r
mit ®.1)
2
= mc
- = .
Vi-s £—o (1/r) (8.3)
und die entstehende Differentialgleichung fir 7 (r)
dim=oL — o (1/r)
¢ Vie—a (1/1‘))'— (mcd)2—(Le)? (1/r2)

(8.3)
integriert. Dabei hat man x <0 und L = /¢ zu
beriicksichtigen. Wir gehen auf Einzelheiten nicht
ein.

Die Tatsache, daf3 in den Fillen B und C das
relativistische Teilchen bei Anziehung die Licht-
geschwindigkeit erreicht, fiihrt auf Konsequenzen,
die physikalisch nicht mehr akzeptabel sind. Zum
Beispiel hiatte das Teilchen auf der geschlossenen
Spirale im Energiebereich (1) nur eine endliche
Lebensdauer oder, andere Interpretation, es hat eine
unendliche Lebensdauer, indem es die durch den
geladenen Kern gehende Spiralbahn periodisch (un-
endlich oft) durchliuft.

Die relativistische Bewegungsgleichung (1.8),
Abschn. L1, ist hier nicht mehr akzeptabel, weil bei
Anndherung an die Lichtgeschwindigkeit die Retar-
dierung der Wechselwirkung zwischen den gelade-
nen Teilchen und, damit zusammenhédngend, die
Mitbewegung des Kerns beriicksichtigt werden
miifften. AuBBerdem kann eine klassische Beschrei-
bung der Bewegung keine relativistischen Quan-
teneffekte, die hier eine wesentliche Rolle spielen
wiirden, erfassen.

Die vorliegende Arbeit befaBt sich jedoch in
erster Linie mit den mathematischen Konsequenzen
aus der relativistischen Bewegungsgleichung (1.8),
so daf3 die physikalischen Bedenken zuriickgestellt
werden konnen. In diesem Sinne wollen wir fiir die
paarweise auftretenden, getrennten Spiralen in den
Energiebereichen (2) und (3), Tab.4, noch eine
andere Interpretation der Teilchenbahn x (7) geben.

Da die einzelne Spiralbahn — von einer endlichen
Entfernung r ausgehend — bis ins Zentrum in end-
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licher Zeit durchlaufen wird, konnen wir an die ein-
laufende Spirale (vom Unendlichen bis ins Zen-
trum) die auslaufende Spirale (vom Zentrum ins
Unendliche) anfiigen. Man bekommt auf diese Wei-
se eine einzige Bahnkurve in Form einer offenen
Doppelspirale. Wenn man diese Interpretation der
Spiralbahn zugrunde legt, 148t sich auch in diesem
Fall der Lenzsche Vektor A als Symmetrieachse der
Bahnkurve geometrisch deuten, siehe Abschnitt I.7.

Man kann nun die Bahnkurven x(7) folgender-
mafBen als Teilchenbahnen interpretieren: Die ein-
laufende Spirale (0= 6*... o) reprdsentiert ein
Teilchen mit unendlicher Lebensdauer (r=—oc...0),
das bei einer bestimmten Zeit (1 = 0) verschwindet.
Die auslaufende Spirale (0 =— o ... — 6*) repra-
sentiert ein Teilchen mit unendlicher Lebensdauer
(r=0... 20). das bei einer bestimmten Zeit (= 0)
entsteht. Die Doppelspirale (0=0*...00,—oc...—0%)
reprasentiert ein Teilchen mit unendlicher Lebens-
dauver (r=— o0 ... 0... 20), das stabil ist.

Zusammenfassend konnen wir feststellen: Auch
die Bahnkurven der relativistischen Félle B und C
(mit L= 2 /c), die fir x <0 (Anziehung) durch
das Zentrum gehen, lassen sich als Bahnkurven sta-
biler Teilchen (mit unendlicher Lebensdauer
t=—oC...o0) interpretieren — genau wie das bei
den ibrigen relativistischen Bahnkurven der Fille
A. B, C und bei den nichtrelativistischen Bahnkur-
ven der Fall ist.

9. Physikalische Interpretation der relativistischen
Drehimpulsgrenze L = « /c fiir « < 0 (Anziehung),
(Tab. 3 und 4)

Bei der nichtrelativistischen Bewegung bleibt das
umlaufende Teilchen, wenn es einen nichtverschwin-
denden Drehimpuls (L > 0) besitzt, stets in einem
endlichen Abstand (Perihel) vom Zentralkdrper. Bei
der relativistischen Bewegung ist das anders.

Bei Anziehung (x < 0) bildet der relativistische
Drehimpuls L= x /¢ die Grenze zwischen den
Bahnkurven, die in einem endlichen Abstand vom
Zentrum bleiben (fur L > « /c¢), und denen, die
durch das Zentrum = 0 gehen (fir L = « /c¢). Die
zuerst genannten Bahnkurven (Fall A, Tab. 3), die
ein Perihel besitzen, sind die Rosette und die offene
Spirale mit endlich vielen Umldufen um das Zen-
trum. Die zuletzt genannten Bahnkurven (Fille B
und C., Tab. 4), die kein Perihel besitzen. sind die

geschlossene und die offene Spirale mit jeweils
unendlich vielen Umldufen um das Zentrum.

Bei AbstoBung (x> 0) spielt die relativistische
Drehimpulsgrenze L= o /c fir die Gestalt der
Bahnkurven keine Rolle: die relativistischen Bahn-
kurven sind hyperbeldhnliche Kurven  (fir
0 < L < o0) mit endlichem Abstand vom Zentrum,
ganz dhnlich wie die Hyperbelbahn bei der nicht-
relativistischen Bewegung.

Wir denken jetzt an ein relativistisches Elektron
im Feld einer positiven Punktladung Z e. Der Elek-
tronenspin bleibt aufler Betracht. Aus quantenme-
chanischen Griinden hat das Elektron den ganzzah-
ligen Bahndrehimpuls L=nh mit n=1,2,... fir
L > 0. Dann liefert die Drehimpulsgrenze L = « /¢
mit o = Z ¢* die Beziehung

nh=Z(e/c). 9.1)

Das heif8t, nur fir Atomkerne mit einer Kernla-
dungszahl

Z<hcle* ~ 137 (9.2)

wird die Drehimpulsbarriere L = « /¢ tiberschrit-
ten, so daf} das Elektron nicht in den Kern ,.fallen
kann. Es handelt sich um die Rosettenbahn (gebun-
dener Zustand) und die offenen Spiralen (Analogon
zur Parabel bzw. Hyperbel der nichtrelativistischen
Bahnkurven) des relativistischen Falles A fiir o < 0.

Diese Uberlegung vermittelt eine gewisse Analo-
gie zur quantenmechanischen Behandlung des rela-
tivistischen Problems, vgl. Greiner [3].

10. Das nichtrelativistische Problem als Grenzfall
(fiir ¢ — o) des relativistischen Problems (Tab. 2)

Aus dem Vergleich der Bewegungsgleichungen
fir das nichtrelativistische Problem (1.1) und fiir
das relativistische Problem (1.8), siehe Teil I, ist
ersichtlich, daf3 (1.8) in (1.1) tbergeht, wenn man
die Lichtgeschwindigkeit ¢ formal gegen Unendlich
gehen 1dBt. Es sollten dann auch die relativistischen
Bahngleichungen in die nichtrelativistische Bahn-
gleichung (Tab. 2) tbergehen. Das Entsprechende
gilt fir die Bahnkurven (Tab. 3 u. 4) und fiir den
Polarwinkel 6 (r, ) (Tab. 2). Jedoch gibt es eine
Komplikation bei L = 0.

Zunichst der Fall L >0 (0 < L < o0). Wir be-
trachten den Grenzfall der relativistischen Bahn-
gleichungen fir die Fille A, B. C (Tab. 2). indem
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wir die Konstante ¢ (bei vorgegebener Wechselwir-
kungskonstanten «) nach Unendlich gehen lassen.
Wegen L > 0 scheiden die relativistischen Fille B
und C, die den L-Bereich 0 < L = o /¢ und den
s-Bereich o = 0 umfassen, fiir den Grenzibergang
¢ — o aus. Es bleibt die relativistische Bahnglei-
chung (T2.7) fir den Fall A ibrig, der denselben
L-Bereich 0 <L < oo und denselben a-Bereich
o = 0 wie die nichtrelativistische Bahngleichung um-
faBt.

Wir haben bereits beriicksichtigt, daB fiir ¢ = oo
der relativistische Drehimpuls L mit dem nichtrela-
tivistischen Drehimpuls L ibereinstimmt, siehe
Tabelle I. Anders ist es mit der relativistischen
Energie #. Wir setzen

E=6—mc? (10.1)

und konnen jetzt den Grenziibergang ¢ — oo voll-
ziehen. Dabei geht die relativistische Energie E in
die nichtrelativistische Energie E iiber.

Um den Grenziibergang fiir die relativistische
Bahngleichung (T2.7) des Falles A durchzufiihren,
hat man zundchst die Grofle £ gemafB3 (10.1) durch
E zu ersetzen und dann ¢ — oo gehen zu lassen. Da-
bei féllt die Konstante ¢ heraus und man erhilt die
nichtrelativistische Bahngleichung (T2.7). Damit ist
gezeigt, daB3 die drei relativistischen Bahngleichun-
gen der Fille A, B, C fiir L > 0 in die nichtrelativi-
stische Bahngleichung libergehen, mit anderen Wor-
ten, dafl das nichtrelativistische Problem fiir den
Drehimpulsbereich 0 < L < oo als Grenzfall im re-
lativistischen Problem enthalten ist, wie es sein
mulb.

Wir behandeln jetzt den Fall L = 0 (Zentralbahn).
Die Bahngleichungen bzw. die Formeln fiir den
Polarwinkel 6 (Tab. 2) reduzieren sich auf die Be-
ziehung 6 = const (Gerade durch das Zentrum). Bei
dem Formelsystem der Tab. 2 bis 4 haben wir — um
einfache Verhdltnisse zu bekommen — den Fall
L =0 ausgeschlossen. Das Formelsystem liefert aber
auch die 6-Werte fir L=0, indem man L — 0
gehen 1aBt. Diese Werte 6 (L =0) (je drei fiir das
nichtrelativistische und fiir das relativistische Pro-
blem, entsprechend den drei Parameterbereichen
% = 0) werden in Abschn. 11 berechnet.

In Abschn. 12 wird der Ubergang ¢ — o« bei den
relativistischen 6§ (L = 0)-Werten vollzogen. Es zeigt
sich, daf3 diese Grenzwerte nur in den Parameter-
bereichen >0 und z =0 mit den nichtrelativisti-
schen ¢ (L = 0)-Werten iibereinstimmen, nicht aber

im Bereich 2 <0 (Anziehung). Das hidngt damit
zusammen, daf3 es fiir « < 0 keinen stetigen Zusam-
menhang zwischen den Fillen A und B gibt.

Diese Diskrepanz sollte beseitigt werden, wenn
man — insbesondere im Hinblick auf den Lenzschen
Vektor — wiinscht, da das Formelsystem beim
Ubergang vom relativistischen zum nichtrelativisti-
schen Problem fiir den gesamten zuldssigen L-
Bereich 0=L < oo (also auch auf dem Rand
L = 0) konsistent sein soll. Das 148t sich durch eine
Umnormierung des Polarwinkels # erreichen (Ab-
schnitt 12).

11. Die Zentralbahn (L = 0) als Grenzfall
fiir den Ubergang L — 0 (Tab. 2)

In Tab. 2 ist der normierte Polarwinkel @ (r, #) fir
den Drehimpulsbereich L > 0 definiert. Wir be-
rechnen die Grenzwerte von @ fiir den Ubergang
L — 0 bei vorgegebener Wechselwirkungskonstanten
. Aufgrund von (2.2) ist klar, daB3 diese Grenzwerte
konstant, also unabhdngig von r sind: 6 (L=0)=
const (genauer gesagt, abschnittsweise konstant, we-
gen des Vorzeichenfaktors o (/’), der weiter unten
erlautert wird).

Nichtrelativistisches Problem. Aus (T2.4) folgen —
bei vorgegebenen Werten von =0, 2 <0, . >0 —
fir L — 0 die Grenzwerte:

0 (L=0)=0(n/2) fir «a=0, (11.1)
f)L—o—{” fi {KO 11.2
(=1 = 0 ur a>0. ()

Relativistisches Problem. Bei vorgegebenem Wert
von % =0 erhdlt man fiir L - 0 den Grenzwert
0 (L=0) aus (T2.4) des Falles A. Die Falle B und
C kommen fiir den Grenziibergang L — 0 bei =0
nicht in Frage, da sie nur fiir x & 0 definiert sind.

Unter der Voraussetzung « # 0 erhdlt man den
Grenzwert 6 (L = 0) aus (T2.6) des Falles C, indem
man in (T2.6) L — 0 gehen 14Bt. Die Félle A und B
kommen fiir den Grenziibergang L — 0 bei o # 0
nicht in Frage, da Fall A nur fir L > o /¢ und
Fall B nur fiir L = o /c definiert ist, so daB3 beide
Fille nur fir L #+ 0 anwendbar sind.

Man erhilt demnach folgende Grenzwerte fiir das
relativistische Problem:

0 (L=0)=0(n/2) fir
O(L=0)=0 fir

xa=0,

1s=0.

(11.3)
(11.4)
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Der Grenzwert (11.4) bedarf einer Erlauterung. Be-
rechnet man den #-Wert aus (T2.6) fir L ~ 0. so
erhilt man zunichst

i & 1
0~ o == Arch {—,— “2—}. (11.5)
o me- metr
Das laf3t sich auch, unter Verwendung von (T1.1),

in der Form schreiben

0~0L Arch——
a " m .
Fir den Fall o > 0 (Abstoung), d. h. fiir die hyper-
belihnliche Bahnkurve, gilt stets »> 0 (mit der
Folge /< 1), so da man aus (11.5) oder (11.6) un-
mittelbar fiir den Grenzwert 6 (L =0)=0 erhilt.

Fiir den Fall « <0 (Anziehung), d.h. fiir die Spi-
ralbahnen mit unendlich vielen Umldufen um das
Zentrum =0, mufl man die Umgebung von r=0
gesondert betrachten. Fiir » = 0 (mit » # 0) bzw. fir
S =1 (mit f < 1) erhdlt man ebenfalls 6 (L = 0) = 0.
Jedoch wird der Grenzwert #(L =0) unbestimmt
fir r=0 (f=1). Die Spiralwindungen schrumpfen
aber, wenn man zu L — 0 ibergeht, auf einen infi-
nitesimal kleinen Bereich um das Zentrum zusam-
men und verschwinden fiir L =0 (wir gehen auf
Einzelheiten der Kurvendiskussion nicht ein). Da-
mit ist der Grenzwert (11.4) auch fiir den Fall « < 0
gerechtfertigt.

Im Hinblick auf (11.1), (11.2) und (11.3), (11.4)
konnen wir also feststellen, daB3 bei vorgegebener
Konstanten o (x=0, 2 <0, 2z > 0) jeweils ein ein-
deutiger Grenzwert des Polarwinkels 6 (L = 0) exi-
stiert. Damit ist die Funktion 6 (r, 7') im gesamten
zuldssigen Drehimpulsbereich 0 = L < oo eindeutig
definiert.

Fir den relativistischen Grenzwert 6 (L = 0) bei
% =0 ist der Fall A maf3gebend, fiir die relativisti-
schen Grenzwerte bei o <0 und « > 0 der Fall C.
Der Fall B hat auf die Grenzwerte 6 (L = 0) keinen
EinfluB3, jedoch ist er stetig mit dem Fall C verbun-
den.

Noch eine Bemerkung zur Interpretation der
Grenzwerte 6 (L =0), die die Bahnkurven der
Tab. 3 und 4 fir den Grenziibergang L — 0 darstel-
len.

Die durch 6 (/)= o (+') n/2 beschriebene Bahn-
kurve (I11.1), (11.3) des freien Teilchens (x = 0) ist
eine Gerade, die mit der x5-Achse zusammenfallt.
Der Faktor ¢ =sign (/) legt fest, in welcher Rich-

(11.6)

tung die Gerade durchlaufen wird. ¢=—1 be-
schreibt den einlaufenden Kurvenast, o =+ 1 den
auslaufenden Kurvenast. Der Richtungssinn der
Bahnkurve stimmt also iiberein mit dem Richtungs-
sinn der x5-Achse.

Fir den Fall AbstoBung (x> 0) ist die durch
=0 beschriebene Bahnkurve (11.2), (11.4) eine
Halbgerade mit einem endlichen Abstand vom Zen-
trum (rpn <r < o0). Sie liegt auf der positiven
Seite der x)-Achse.

Fiir den Fall Anziehung (2 < 0) ist die Bahnkurve
ein Geradenstiick (0 =r < ry,x im Energiebereich
(1)) oder eine Halbgerade (0 =r < oo in den Ener-
giebereichen (2) und (3)). Die Bahnkurve, die
entweder in Richtung auf das Zentrum (o= -—1)
oder in entgegengesetzter Richtung (¢ = + 1) durch-
laufen wird, liegt auf der xY-Achse. Die durch
(11.2) beschriebene Bahnkurve liegt auf der negati-
ven Seite, die Bahnkurve (11.4) auf der positiven
Seite der x}-Achse.

12. Umnormierung des Polarwinkels 6 (r, )
im Hinblick auf den Lenzschen Vektor (Tab. 2)

Wir interessieren uns jetzt fiir den Ubergang
¢ — oo vom relativistischen zum nichtrelativistischen
Problem. Da die relativistischen Grenzwerte (11.3),
(11.4) nicht von ¢ abhéngen, gelten sie auch fir
¢=o0. Wie im Abschn. 10 dargelegt, sollte das For-
melsystem des relativistischen Problems beim
Grenziibergang ¢ — oo stetig in das des nichtrela-
tivistischen Problems iibergehen. Ein Vergleich der
Grenzwerte (11.1), (11.2) mit den Grenzwerten
(11.3), (11.4) zeigt, daBB das nicht der Fall ist. Es
besteht Ubereinstimmung fiir « = 0, keine Uberein-
stimmung fiir < 0 (Anziehung).

Diese Diskrepanz 1dBt sich ohne Beschriankung
der Allgemeinheit auf zweierlei Weise beseitigen,
indem man den Polarwinkel @ (r, /) fiir den Bereich
% < 0 umnormiert, vgl. Abschnitt 4.

Variante 1. Der Polarwinkel wird nur beim relati-
vistischen Problem (fiir < 0) umnormiert. Bei den
Fillen B und C ersetzen wir die durch (T2.5),
(T2.6) gegebenen Funktionen 6 (r,r)=a (') f(r)

durch die Funktionen
O ry=a()f(r)+o()n fir a<O0. (12.1)

Die iibrigen relativistischen Funktionen 6 (r. r’) (des
Falles A fir x =0 sowie die Félle B und C fir
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2 > 0) werden — ebenso wie die nichtrelativistische
Funktion 6 (r, ) — unverdndert ibernommen. Da-
mit gehen die relativistischen Grenzwerte 6 (L = 0)
— siehe (11.3), (11.4) — Uber in die nichtrelativisti-
schen Grenzwerte (11.1), (11.2) und stimmen jetzt
mit diesen iiberein.

Variante 2. Der Polarwinkel wird sowohl beim
nichtrelativistischen als auch beim relativistischen
Problem (jeweils fiir « <0) umnormiert. Beim
nichtrelativistischen Problem und beim relativisti-
schen Fall A ersetzen wir die durch die Gln. (T2.4)
gegebenen Funktionen 6 (r,r')= o (r') f(r) durch
die Funktionen

O, ry=c()f(r)—ac()n fir x2<0. (12.2)
Die iibrigen Funktionen 6 (r, 7’) (des nichtrelativi-
stischen Problems fiir « = 0 und des relativistischen
Falles A fiir « = 0 sowie der relativistischen Félle B
und C) werden unverdndert iibernommen. Damit
gehen die nichtrelativistischen Grenzwerte 6 (L = 0)
— siehe (11.1), (11.2) — tber in die relativistischen
Grenzwerte (11.3), (11.4) und stimmen jetzt mit
diesen Uberein.

Bei der Variante 1 haben wir den Polarwinkel 6
auch fir den relativistischen Fall B und bei der
Variante 2 auch fiir den relativistischen Fall A (je-
weils fiir « < 0) umnormiert, obwohl dies auf die
relativistischen Grenzwerte (11.3) und (11.4) keinen
EinfluB hat. Damit wird erreicht, daf3 bei der Va-

[1] E. Kern, Z. Naturforsch. 39 a, 720 (1984). (Teil I).
[2] L. D. Landau u. E. M. Lifschitz, Lehrbuch d. Theor.
Physik, Bd. 2, Akademie-Verlag, Berlin 1973.

riante | der stetige Ubergang vom Fall C zum
Fall B (Abschn. 7) und bei der Variante 2 der stetige
Ubergang vom relativistischen zum nichtrelativisti-
schen Problem (Abschn. 10) erhalten bleibt.

Im Hinblick auf die relativistische Verallgemei-
nerung des Lenzschen Vektors A, bei der vom nicht-
relativistischen Vektor A ausgegangen und dieser
beibehalten wird, kommt fiir die Umnormierung
nur die Variante | in Frage. Diese Umnormierung
des Polarwinkels 6 bedeutet fiir die relativistischen
Bahnkurven (der Fille B und C im Bereich « < 0),
daB3 diese um den Winkel 180° in der Bahnebene
KN gedreht werden. Der Lenzsche Einheitsvektor
AN=(1,0), Gl (6.1), bleibt unverdndert. Er zeigt
jetzt, wenn wir die geschlossene Spirale im Energie-
bereich (1) als Beispiel nehmen, nicht mehr zum
Aphel, sondern in die entgegengesetzte Richtung.

Bei dem in einem allgemeinen Koordinatensystem
K definierten Lenzschen Vektor A ist die Situation
genau umgekehrt (sieche Abschnitt 1.4). Die Bahn-
kurven sind vorgegeben und bleiben daher bei der
Hinzufligung des additiven Terms on zu dem
,Lenzschen Winkel* 6 gemaB (12.1) unverdndert.
Der Lenzsche Einheitsvektor 4 hingegen wird dabei
um 180° gedreht, d.h. er kehrt seine Richtung um.
Jedoch bleibt die relative Orientierung beider Vek-
toren 4 bzw. AN zur Symmetrieachse der Bahnkurven
die gleiche. Der Vektor 4 zeigt bei der Spirale,
ebenso wie AN, in die zum Aphel entgegengesetzte
Richtung.

[3] W. Greiner, Theoret. Physik, Bd. 3, Verlag Harri
Deutsch, Thun u. Frankfurt (Main) 1982.



